TD 27-28 : Applications linéaires

Applications linéaires

Exercice 1. Les applications suivantes suivantes sont-elles linéaires ?
1) f:R?> = R3définiepar  f(x,y) = (x+y,x—2y,0)
2) f:R?> = R*définiepar  f(x,y) = (2x+y,y+1)
3) f:R?— R? définie par fx,y) = (xy,yx)
4) f: C? — C définie par flzi,22)=21—22 (C? et C sont vus comme des C-e.v.)
5) f:RY — R3 définie par f(u) = (uo,uy,uz)

6) f:Ky[X] —» Kdéfiniepar  f(P)= /IP(t)dt
0

7) f: M3(R) — R définie par f((j Z)):a+d

8) ¢:C”(R) — C”(R) définiepar  ¢@(f) = f"—4f
9) ¢:C°(R) — C”(R) définiepar  @(f) =2ff

Exercice 2. Déterminer les applications linéaires f : R} — R3 qui vérifient

f(1,0,0) = (-2,0,2)  f(0,1,0) =(0,3,0) £(0,0,1) = (—4,0,4)

Exercice 3. Soit f : R?® — R une application linéaire qui vérifie
f(17471):(47_174) f(_27373):(37271) f(07271>:(17_575)

1) Justifier 'existence et I'unicité de f.

2) Soit (x,y,z) € R3. Déterminer f(x,y,z).

Image, noyau, rang (dimension finie)

Exercice 4. On considere I'application f : R? — R? définie par
f(-x,y,Z) = (X+Y+Z73x_5y+z)

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimension.
2) Déterminer Im f, ainsi qu'une base et sa dimension.

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 5. On considere 'application f : R? — R3 définie par

flx,y) = (x,x+y,x+2y)

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimension.
2) Déterminer Im f, ainsi qu’'une base et sa dimension.

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
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Exercice 6. On considere 'application f : C? — C3 définie par
fxy,2) = (=2x+y+z,x—yx—2y+z)

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimension.
2) Déterminer Im f, ainsi qu'une base et sa dimension.

3) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 7. Soit F = {(x,y,z) € R} |x=y= z}. Existe-t-il une application f € L(R3,R) de noyau F ?

Exercice 8. Soit c, B,y trois réels distincts et f : Ry[X] — R> 'application définie par f(P) = (P(c),P(B),P(7)).

1) Déterminer Ker f, ainsi qu'une base et sa dimension.

2) En déduire Im f par un résultat de dimension.

3) Mais au fait, étant donné (a,b,c) € Im f, quel(s) polynome(s) P € R;,[X] vérifie(nt) f(P) = (a,b,c) ?

Exercice9. On pose E = C(R) et f1, f2, f3, f4 € E les fonctions définies par :

fi(t)=sint  fo(t)=cost  f3(t) =tsint  fy(t) =tcost
Enfin on définit F = Vect(f1, f>, f3, f4)-
1) Montrer que B = (f1, f2, f3, f1) est une base de F. En déduire sa dimension.
2) On considere I'application D : f — f’. Montrer que D est un endomorphisme de F.

3) Déterminer Ker D et Im D. Que peut-on en déduire sur D ?

Image, noyau, rang (dimension quelconque)

Exercice 10. On considere 'application f : K[X] — K[X] définie par f(P) = P'.
1) Déterminer Ker f et Im f.
2) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 11. On définit ¢ : CY — C par

Q: (un)nGN = (”n—H - un)neN

Montrer que @ est linéaire et déterminer Ker ¢ et Im ¢. Est-ce que ¢ est injective ? surjective ?

Exercice 12. Soit E, F, G trois K-e.v. puis f € L(E,F) etg € L(F,G).
1) Montrer que go f = 0 si et seulement si Im f C Ker g.
2) Montrer que Ker f C Ker (go f) etque Im (go f) C Img.

3) En déduire que si g o f est un isomorphisme, alors f est injective et g est surjective.

Exercice 13. Soit E une.v. et f € L(E). Montrer les assertions suivantes :

Ker f C Ker f? Ker f = Ker f? <= Ker fNIm f = {0z}
Im /% C Im f Imf=Imf> < Kerf+Imf=E
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Projecteurs, symétries, etc.

Exercice 14. Déterminer siles applications linéaires suivantes sont des projecteurs ou des symétries, et déterminer
leurs éléments caractéristiques :

1) f:R?— R? définie par f(x,y)

= (x,—2x—y)
2) f:R?> — R? définie par f(x,y,2)
2)

(x+y—z,x+y—zx+y—2)

1
3) f:R? — R définie par f(x,y, 5(x —2,2y,—x+72)
4) fa:R[X] — R[X] définie par f(P) = R, ol1 R est le reste de la division euclidienne de P par A € R[X] fixé.

Exercice 15. Déterminer |'expression :
1) Du projecteur p € £(R?) sur F = Vect((0, 1)) parallelement 2 G = Vect((1,1)).
2) Dela symétrie s € E(RZ) par rapport a F et parallelement a G (définis ci-dessus).
3) Dela symétrie s € £(IR?) par rapport a F = Vect ((1,2,3)) et parallélement 2 G = Vect ((1,0,0), (1,1,0)).
4) Du projecteur p € E(R3 ) sur G et parallelement a F (définis ci-dessus).

Exercice 16. Soit p € L(E) etq =idg — p.
1) Montrer que p est un projecteur si et seulement si ¢ est un projecteur.
2) On suppose que p est un projecteur. Montrer que Im p = Ker g et que Ker p = Img.

Exercice 17. Soit p, g deux projecteurs de E. Montrer que
Kerp =Kerq <= (pog=p et gop=gq)
Imp=Img <= (pogq=q et qop=p)

Formes linéaires

Exercice 18. On pose E :=R” et f,g € E* les applications

floy)=x+y glxy) =x—y
1) Montrer que (f,g) forme une base de E*.
2) Déterminer les coordonnées de p : (x,y) — xetde g : (x,y) — y selon labase (f,g).
3) Trouver une base (u,v) de E telle que (f,g) soit la base duale de (u,v).

Exercice 19. Soit E un K-e.v. et f € E*. Montrer que f est surjective ou identiquement nulle.

Exercice 20. On considere I'ensemble E = R,[X]. Pour tout k € [0,n] on pose ¢, : E — R définie par ¢ (P) = P(k).
1) Montrer que pour tout k € [0,n], ona @ € E*.
2) Montrer que (¢, - ,@,) est une base de E™.
3) En déduire qu'il existe Ay, --- , A, € Rtels que:

VP € Ry [X] /0 " P(t)dt = 2P(0) + M P(1)+ ...+ AuP(n)

b
Remarque : on peut montrer le méme résultat si on remplace l'intégrale ci-dessus par / P(t)dt avec a,b € R
a

quelconques. Cependant, les Ag, - - - , A, dépendront de a, b.

G. Peltier 3/3



